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'MOTIVACION |

Uso de la Multiplicacion de matrices

/" Unestadio de futbol tiene tres dreas concesionadas para locales comerciales, ubicadaﬁ
en el sur, norte y oeste del mismo. Los articulos mas vendidos son los cacahuates, los hot
dogs y los refrescos. Las ventas para cierto dia son registradas en la primera matriz abajo
y los precios (en dblares) de los tres articulos aparecen en la segunda.

Numero de articulos vendidos

Cacahuates Hotdogs  Refrescos Precio de venta
Local sur (120 250 305] [2.00] Cacahuates
Local norte 207 140 419 3.00| Hot Dogs
Local oeste 29 120 190 12.75| Sodas

/
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MATRIZ

4 Definicion: Una matriz es un arreglo rectangular o tabla de\
numeros reales o complejos, llamados elementos y son
denotados por a;;, ordenados en filas y columnas, la matriz

se denota por letras mayusculas A,B,C, ...etc.,y tiene la

\_ siguiente forma )
(Q11 Q12 Qi | e—
4= | %2 : & \ A2n M | 2 mfilas
_aml amZ o amn_ et | 11
C, C, &=

n Columnas i
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4 Observacion 1: La matriz A de elementos qa;; tiene n)
filas y n columnas, ademas m x n se denomina orden
(tamafio o dimension). La matriz A pertenece al
conjunto K™ " o de matrices de orden mxn y de

\_ elementos en el cuerpo K . )

~

a Observacion 2: La matriz anterior se denota por
medio de corchetes o paréntesis:

A= [aij]mxn' 1=1,...m;j=1,..,n

A= (aij)an'i =1,...m;j=1,..,n

N /

5
UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios




[Ejemplos de malrices ]

_ 1 . .
A = - 10] es una matriz de 2 filas y 3 columnas.

DN
p—

B =|6 8|esunamatrizde 3filasy 2 columnas.

O
@)

)
|
—
U1
p—

es una matriz de 3 filas y 3 columnas.

6
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Generacion de Matrices mediante reglas

. | 4 S i=]
Ejemplo: Dada la matriz A = [a;;], ./ a;; = { ll —]j Sli lli]]
Halle los elementos de la matriz A.

Resolucion:

Fila 1: Fila 2:

a11=1+1=2 a21=2—1=1

a;; =1—-2=-1 A, =2+2=4

a13=1_3=_2 a23=2_3=_1
Fila 3:

a31=3_1=2
a32=3_2=1
a33=3+3=6

V4

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios



Igualdad de Matrices

/Dos matrices A y B son iguales, denotado por A = B, si tienen\
el mismo orden y si sus elementos correspondientes

coinciden o son iguales.
Asi la igualdad de dos matrices m X n equivale a un sistema

\de mn igualdades, una por cada par de componentes. )

A=B & q;; = bij,‘v’i =1, ... mivji=1.. 50

( == L |
11 = b11, 12 = by, e, A1 = b1y

o A1 = byq, 05, = .bzz» iy Qo = Doy

kaml = bml»amz = bmz» vy Amn = bmn

8
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63. Sean las matrices

X=3y X 2 6-
A= 70 F = Y
1 y ] 6-—x
Si A=B.Hallarel valorde x* +y"*.

A)B B) 4 )6
D) 11 E) 10

9
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TIPOS DE MATRICES |

/1) Matriz Nula A
Una matriz se dice nula, si todos sus elementos o entradas

son iguales a cero. La notacion de la matriz nula de ordeny
se denotaporm X n es 0,,«n y

Ejemplo:
Una matriz nula de dos filas y tres columnas sera asi

0 0 0
02X3=[0 0 0

10
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/2) Matriz Cuadrada A
Una matriz cuadrada es la que tiene el mismo numero de filas
que de columnas. Se dice que una matriz cuadrada n X n es

\de orden n y se le asigha el nombre matriz cuadrada n. y

Ejemplo:
Veamos una matriz cuadrada de orden 3:

A3><3 =

NS Y N
QO U1 IN
O O W

11
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Nota:
La diagonal (o diagonal principal) de A = [aij]nxnconsiste en
los elementos a4, a59, ..., Ay -

~
Diagonal principal

12
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TRAZA DE UNA MATRIZ

/Definicién: La traza de una matriz cuadrada A, denotado por\

Tr(A), es la suma de los elementos diagonales, es decir,

n
Tr (A) = aq1 + aAro + -0+ Apn = 2 Ak
k=1

_4

Ejemplo:

Dada la matriz cuadrada A =

La traza de A sera:

Tr(A)=5+7+4=16

13
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TIPOS ESPECIALES DE MATRICES CUADRADAS |

/3) Matriz Diagonal

Una matriz cuadrada D = [dij]nxnes diagonal, si todas sus

entradas no diagonales son nulas (o ceros). Tal matriz se
denota frecuentemente por D = diag(d,{,d55, ..., d,,,), donde

\algunos o todos los d;; pueden ser ceros.

~

/

Ejemplo:
Matriz diagonal de orden 2 Matriz diagonal de orden 3
5 0 2 0 0]
] = diag(5;7) 0 4 0|=diag(2;4;6)
0 7 L0 0 6

14
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CI) Matriz Escalar A

Una matriz cuadrada E = [eij]nxnes escalar, si es una matriz

\diagonal y todas sus entradas diagonales son iguales.

J

Ejemplo: Se muestra dos matrices escalares, la primera

tiene en su diagonal el valor 8 y la segunda tiene en su
diagonal el valor 2.

8 0 2 0 0
0 8 0 2 0
0 0 2

15
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/5) Matriz Identidad h

Una matriz cuadrada se dice que es una matriz identidad (se

denota por I,,,, 0 I,,), Si €s una matriz escalar, donde todas
\Ias entradas diagonales son iguales a 1. y

Ejemplo: Tenemos dos matrices identidades de orden 2 x 2
y de orden 3 X 3

1 0
Iz:[o 1 l3 =

SO m
O RO
i

16
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/6) Matriz Triangular Inferior A
Una matriz A= [a;;] _es una matriz triangular inferior, si

todas sus entradas sobre la diagonal principal son iguales a
\cero, esdecir, Vi<j:a;;=0 y

Ejemplo: Se muestra dos matrices triangulares inferiores

cuadradas, una de orden 2 X 2 y la otra de orden 3 x 3
9 O ‘5 0 O]

1 2

6 1 0
L9 8 0

17
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G) Matriz Triangular Superior A
Una matriz A = [a;;| _es una matriz triangular superior, si

todas sus entradas bajo la diagonal principal son iguales a
\CGI'O, es decir, Vi > j: a;; =0 y

Ejemplo: Se presentan dos matrices triangulares superiores
cuadradas, de orden 2 X 2y 3 x 3

o 3l

o O
oS W Ul
N O B

18
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Transpuesta de una Matriz

(a transpuesta de una matriz A = [a;;] ., denotada por
A" = |aj;] . es la matriz obtenida escribiendo las filas de

A, en orden, como columnas, es decir, aiTj = aj;:

| dpp—Lpp— a1’ 'a|11 a|21 A1
2 7 S 7 &on _ i1, Az Am?2
K _a'Tfll B AOmn | _aln dop - Avnn | /
Ejemplo:
1 6
BRI
13 4

—19

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios



Propiedades de la Traza y Transpuesta

Sean o, € R y A,B,C matrices, de orden adecuado para que las
operaciones estén bien definidas, se cumple:

(A+B)T = AT + BT

(aA)T = aAT

(xA + BB)T = aAT + BB!

(AB)T = BTAT

(AMNT =AD", neN

Tr(aA) = aTr(A)

Tr(A + B) = Tr(A) + Tr(B)
Tr(aA + BB) = aTr(A) + BTr(B)
Tr(AB) = Tr(BA)

SRR Ol = W N =
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/8) Matriz Simétrica A
Una matriz A es simétrica, si A’ = A. Es decir se deduce que
A=la;] es cuadrada y los elementos simétricos

\(respecto a la diagonal) son iguales (Vi,Vj : a;; = a;). y

Ejemplo: Veamos si la siguiente matriz es simétrica.
'3 5 2 '3 5 2
A=|5 4 7| - A"=|5 4 - AT = A
2 7 0. L2 7

7
0.
~. La matriz A es simeétrica

21
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/9) Matriz Antisimétrica
Una matriz A es antisimétrica, si A" = —A. Es decir:
A=la;] es anti simétrica, si Vi, Vj: a;=-a;. Los
elementos diagonales de una matriz antisimétrica deben ser
\ceros, ya que si j = i entonces: a;; = —a;;, implica a;; = 0. )

~

Ejemplo: Veamos si

0
A=|3
—7

—3
0
5

7
_5 —)AT:
0.

0
-3

7

a siguiente matriz es antisimétrica.

3 =7
0 5| -AT=-4A
-5 0.

.. La matriz A es antisimeétrica

22
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1 0) Matriz fila h

Una matriz F se dice que es una matriz fila, si tiene una unica fila y
tiene la siguiente forma: Fix, = | f11 fi2 - finl

- Y

Ejemplo: Se muestra una matriz fila con 6 columnas
F1X6 — [2 s 4‘ e 3 9 Iz 1 7]

m ) Matriz Columna \ Ejemplo: .
Una matriz C se dice que es una matriz Se muestra una matriz
columna, si tiene una Unica columna y tiene la columna con 3 filas
siguiente forma: 1

[ C11 ] C3x1 =1 7
9
€21
Cmx1 = ;
\ 1Cma /

23
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Propiedades:

1) (A7) =A
2) 1T =1

3) La transpuesta de una
matriz nula es otra matriz
nula:

(Omxn)T = Opxm

4) Si D es una matriz
diagonal, entonces D es
una matriz simétrica:

DT =D

5) Si E es una matriz escalar,
entonces E es una matriz
simétrica:

ET =E
6) Si D es una matriz diagonal,
si y solo si, D es una matriz
triangular (inferior y superior).

7) La transpuesta de una
matriz fila es igual a una
matriz columna:

(len)T = Cnx1

8) La transpuesta de una matriz
columna es igual a una matriz fila:

(me1)T = Fixm
24
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67. Si F',_Q v X son matrices cuadradas tal que

1 y+z 0
P=|-2 5 Z es simeétrica,
y z 3

Q=(q;)ax3/qsj=2j-1 si 1<j es
antisimétrica que satisfacen la siguiente
ecuacion matricial

EP—FT+Q+QT:}{+3P, entonces la
Tr(X) es:

A)-18 B) -14 C) 0
D) 14 E) 18

25
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ADICION DE MATRICES
[ A

Definicion:

Sean las matrices A, B € K™*" | se define la matriz A + B

como una matriz de orden m x n que tiene la siguiente forma
A+ B = [aij —+ bl]]

K mxn /
Ejemplo: Sean las matrices A, B € K**?
R AVl a=pl0AS
A_L5 1]’3_[4 8
2+ 6 7+3]=[4 1()]
54+4 148 1 9

A+B=[:

26
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SUSTRACCION DE MATRICES

-~

Definicion:

Sean las matrices A, B € K™*", se define la matriz A — B
como una matriz de orden m x n que tiene la siguiente forma

\

A—B = [a;; —by|

~

J

Ejemplo: Sean las matrices A, B € K?*3

A-B = [

692 s Bk

hE=[7 53
6(5)932— [116—6
3 0l

27
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MULTIPLICACION DE MATRICES

Definicion: \
Sean las matrices A = (a;;) € K™ "y B = (bjx) € K™*P, se define la
matriz AB como |la matriz de orden mxp de la forma siguiente

AB = (Cik) (S KmXp,

n

Cik = z ajjbjx = aj b1k + ajpbok + - + ajpbpk

=1
dee K es un cuerpo. /
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Ejemplo: Sean A € R?*3 y B € R3*?

1 3
S R i
0 1

_ (W@ + G +(0)(0) (D) +(5)4) + (0)(1)
(DD + D+ MO) DB+ M@ +M(A)

_[6 23
AB_[z 8]

AB
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Propiedades

Sean A, By C matrices, de orden adecuado para que las operaciones estén
bien definidas, se cumple:

(AB)C = A(BC) (Asociativa)

(A+ B)C = AC+ BC (Distributiva)
A(B + C) = AB + AC (Distributiva)
(a+ b)A =Aa+ bA,ayb escalares
Al, =1_A=A, A€ K™

CGUEENCONNS —
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POTENCIA DE UNA MATRIZ CUADRADA

/Definicién: A
Sea la matriz A € K"y m € N, se define
AmM=A-A.-..-A('m"veces
N ( ) Y

Ejemplo: Sea A € R%*?

Il 7 n_[1 2n
A_’o 1 Aol o
> . 3X3
Ejemplo: SeaA € R 2\ o a1 b 0
A=|0 -2 0 A=[0 -8 0
INNONE 0 0 125
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MATRICES CONMUTABLES

Definicion
matrices conmutables si:

N\

Se dice que las matrices A € K"y B e K™"conmutan o son

AB = BA

~

/

Teorema

Si Ay B son matrices conmutables, entonces
1. Las potencias de Ay B conmutan.

2. (A+B)? =A? + 2AB + B?

Observacion:

(A+ B)’=(A+B)(A+B) = A2 + AB + BA + B?
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0 -«
61, Dada la matriz: M = 0 I entonces
o

el valor de M'" es:

A) aM B) a!"M
C) al, D) a'"M
E) o2%3M
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Propiedades de Matriz Triangular Superior

Sean A,B € K"y a, € R. Si Ay B son matrices triangulares superiores,
entonces

1. A+ B es una matriz triangular superior.
2. aA es una matriz triangular superior.
3. aA + BB es una matriz triangular superior.

4. AB es una matriz triangular superior.
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Propiedades de Matriz Triangular Inferior

Sean A,B € K"y o, B € R. Si Ay B son matrices triangulares inferiores,
entonces

1. A+ B es una matriz triangular inferior.
2. oA es una matriz triangular inferior.
3. oA + BB es una matriz triangular inferior.

4. AB es una matriz triangular inferior.
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Propiedades de Matriz Simétrica

Sean A, Be K"™" o, € Rym € N.

1. Si Ay B son matrices simétricas, entonces
a) A+ B es una matriz simétrica.
b) «A es una matriz simétrica.
c) aA + BB es una matriz simétrica.

2. Si A es una matriz simétrica, entonces A™ es una matriz simeétrica.

3. La matriz A + AT es una matriz simétrica.
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Propiedades de Matriz Antisimétrica
Sean A Be K" a,ERYmMEN.

1. Si Ay B son matrices antisimétricas, entonces
a) A+ Bes una matriz antisimétrica.
b) «A es una matriz antisimétrica.
c) «A + BB es una matriz antisimétrica.

2. Si A es una matriz antisimétrica, entonces
a) A™ es una matriz simétrica, si m es par.
b) A™ es una matriz antisimétrica, si m es impar.

3. La matriz A — AT es una matriz antisimétrica.
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Teorema

Toda matriz A € K™, se puede expresar de forma unica como la suma
de una matriz simeétrica y antisimétrica, es decir,

_A+AT+A—AT
2 2

Nota: Toda matriz cuadrada se puede expresar como la diferencia de
una matriz simetrica y una matriz antisimetrica.
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MATRIZ IDEMPOTENTE

4 )
Definicion
Sea la matriz A € K™*"se dice que A es una matriz idempotente si:
A=A
\ 4
Ejemplo: Sea A € R?*?
= il
s % e 2 2
=S =2
M= =47
Ejemplo: Sea A € R3*3
0O 1 O 0O 1 0
A=10 1 O A°=10 1 0
0 1 0 0 1 0
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MATRIZ INVOLUTIVA

/Definicién h
Sea la matriz A € K**"se dice que A es una matriz involutiva si:
N AT=1 y
Ejemplo: Sea A € R?*?
o 1 2_[1 0] _
A‘[1 o] R &
Ejemplo: Sea A € R3*3
0O 0 1 1 0 O
A=010] A=(0 1 0]|=1I;
1 0 O 0O 0 1
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MATRIZ NILPOTENTE

/Definicién \

Sea la matriz A € K™"*"se dice que A es una matriz nilpotente si:

dm € N, A= 0,,«p,
Ademas se define el orden o indice de nilpotencia de la forma
siguiente:

L h =min{m € N | A™ = 0,,,} )

Ejemplo: Sea A € R%*?

o 1
A‘[o 0 [0 0 = O2xz

El indice de nilpotencia es 2.
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MATRIZ ORTOGONAL
/ Definicién: )
Sea la matriz A € K™ se dice que A es una matriz ortogonal si:

AAT = ATA =1,
(U /
Ejemplo: Sea A € R?*?
B0yl T_aTp — |1 Of _
= o] AA_AA_[O 1] ="
Ejemplo: Sea A € R3%3
08\ Wl% <1
A= O 1 O AAT=ATA=I3
-1 0 O

42
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Ejercicio
Sean Ay B dos matrices que satisface A + B = AB.
Indique el valor de verdad de las siguientes proposiciones.

. Ay B son matrices cuadradas.
II. SiAB =1, entonces A3 =1
IIl. Si B = A?%, entonces A + 2A% = A*

Respuesta:
|.  Verdadero
II. Falso
Ill. Verdadero
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